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composition de mathématiques

Durée : 4 heures

L’usage des calculatrices est interdit.

Le sujet comprend 4 pages (y compris celle-ci)

Le sujet se compose de 3 parties indépendantes



Premiére partie :

Dans toute cette partie, I désigne la matrice identité de dimension 3. On considére la matrice :

1 2 -2
M=115 -4
1 2 -1

1) Montrer que les valeurs propres de la matrice M sont 1 et 3. Est-ce-que la matrice M est diagonalisable
dans M3(R) ?

2) Déterminer trois constantes réelles a, b, ¢ telles que pour tout =z € R\ {1, 3},

B ar +b c
@-12@-3) @-12 " @-3)"

On pose Py = (aM + bI)(M — 31) et Py = ¢(M — I)?.
3) Calculer les matrices Py, P, P?, et Pj.

4) Onnote D =P, +3Py et N =M — D.
4-a) Calculer D, N, N%2, DN et ND.
4-b) Montrer que pour tout k € N, D¥ = P; + 3*P,. (Avec par convention, D° = I).
4-¢) Montrer que pour tout k € N, M* = D¥ + kN.
4-d) En déduire M* pour tout entier naturel k.

Deuxieme partie :

Dans toute cette partie, on considére un entier n > 1 et on note D ’ensemble des nombres complexes

de module inférieur ou égal & 1 et 21, 22, ..., 241 les racines (n + 1)-iemes de l'unité.
n+1 .
H J
1) Montrer que pour tout k=1,...,n, Z TR =)
j=1
n+1
_ k _
2) Montrer que pour tout k =1,...,n, Z z; =0.
j=1
3) Soient uq,...,upt+1, n+ 1 réels tels que :
n+1
Vi=1,...,n+1,u; <1let Zuj =n-+1.
j=1

Montrer que pour tout j =1,...,n+1, u; = 1.

4) Soient v1,...,vn+1, 7+ 1 nombres complexes tels que :
n+1
Vi=1,....,n+1, |vj| <1let Zvj =n+1.
j=1

Montrer que pour tout j =1,...,n+1, v; = 1.



5) On considére maintenant un polynéme P & coefficients complexes de degré n et tel que

n—1
VzeC, P(z):z"—&—Zakzk et VzeD, P(z)eD.
k=0
n+1
5-a) Montrer que Z zjP(z;) =n+1.
j=1

5-b) En déduire que pour tout j =1,...,n+1, z;P(z;) = 1.
5-¢) Montrer que pour tout z € C, P(z) = z".

Troisiéme partie :
Dans toute cette partie, a est un réel strictement positif fixé. Pour tout x € R, on pose
_a(l+a?)

fa(z) = 1+ 22

1) Donner le tableau des variations de f, et tracer sa courbe représentative.

2) 2-a) Résoudre dans R, I'équation f,(z) = z.

2-b) Résoudre dans R, I’équation f,(z) = a.

3) Dans cette question, on prend a = 1.

3-a) Calculer f; o f1(z).

3-b) Montrer que I’équation fi o fi(x) = = équivaut a une équation de la forme P;(z) =0 o P; est un
polynome de degré 5 que 'on calculera.

3-c) Vérifier que 1 est racine multiple de 1’équation P;(z) = 0. Quel est son ordre de multiplicité ?

3-d) Résoudre dans R, I’équation f; o f1(x) = z.

Dans toute la suite, on considere une suite récurrente (uy)n>0 définie par ug > 0 donné et u, 1 = fo(uy)

pour tout n € N. On posera enfin pour tout n € N, v,, = ug, et w, = uap11.

4) 4-a) Montrer que les deux suites (v,,) et (w,,) sont monotones et que I'une de ces deux suites est croissante
et 'autre est décroissante.

4-b) Montrer que tous les termes de I'une de ces deux suites sont supérieurs ou égaux a a et que tous
les termes de 'autre suite sont inférieurs ou égaux a a.

4-c) Montrer que les deux suites (v,,) et (w,) sont convergentes.

5) Dans cette question, on prend a = 1.
5-a) Montrer que les deux suites (v,,) et (w,) convergent vers une méme limite que I’on précisera. (On
pourra utiliser les questions 3 et 4).

5-b) Que peut-on en déduire pour la suite (uy) ?

6) Dans cette question, on suppose que a > 1.
6-a) Calculer f/(a).
6-b) En déduire qu’il existe 6 > 0 tel que :

VZE € [a’_&a—’_&]vlf(;(‘r)‘ Z 1.

3



6-c) On suppose, dans cette partie de la question, que la suite (u,) converge. Montrer qu’il existe
ng € N tel que

Y n>ng,u, € [CL—(S,Q—FCS] et |U7L _a‘ > |U'TL0 —Cl|.
6-d) En déduire que la suite (u,) converge vers a si et seulement si ug = a.

7) On suppose maintenant que 0 < a < 1.

7-a) Calculer f, o fo(x).

7-b) Montrer que I’équation f, o f,(x) = = équivaut a une équation de la forme P,(z) = 0 ou P, est un
polynome de degré 5 que 'on calculera.

7-¢) Montrer qu’il existe un polynéme Q, de degré 4 tel que P,(z) = (z — a)Qq ().

7-d) Etudier les variations de Q,(z) pour > a et montrer que ’équation f, o f,(x) = = possede une
seule racine réelle supérieure ou égale a a.

7-e) Montrer, en utilisant les résultats de la question 4, que la suite (u,) converge vers a.



