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Sans documents. L’usage des calculatrices est interdit.

Le sujet se compose de 3 exercices d’analyse indépendants, et d’'un probléme
d’algébre.




Exercice 1 On se propose d’étudier la fonction suivante :
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Vo € R, f(z) =In(i +sin®(z))

. Montrer que la fonction f est paire et périodique.

. Donner le tableau de variations de f.

Donner un équivalent de f en 0.
Tracer la courbe représentative de f.

Montrer 'inégalité suivante : V0 < y < z, |f(z) — f(v)| < 2z{x — y). (on pourra
utiliser aprés I'avoir redémontrée Yinégalité |sin{t)| < |¢| pour tout ¢ réel).

. Montrer l'inégalité suivante : Vo € R+, 0 < f(z) < .

. Soit g > 0. Montrer que la suite définie par z,41 = f{z,) est monotone.

En déduire que la suite {(z,, n € N) est convergente et calculer sa limite.

On suppose 0 < 2y < exp(—1). Montrer que Vn € N, z, < %(%)mn).

Exercice 2 Soit f une fonction continue de [0,1] dans R, telle que

/01 fle)dz =0

On pose @ = infzep0,1] f(), b = sup,ep,1) f(z).

B0 e

. Montrer que a <Qet b > 0.
. Montrer qu'il existe x4, p € [0, 1] tels que f(z,) = a, f(zy) =b.

En déduire l'existence de ¢ € [0,1], f{e) = 0.
Calculer fol( flz) —a)(b— f(x))dx et en déduire I'inégalité

/ ' f2(x)dz < —~ab
C

On pose Vt € {0,1], () = fot f2{x)dx + af(t). Déduire des questions précédentes
Pexistence d'un d € [0, 1], (d) =0.

Application : soit X une variable aléatoire suivant une loi uniforme sur [0,1]. On
pose Y = f(X) (pour la fonction f considérée précédemment).

(a) Calculer espérance de ¥ et sa variance.
(b} Rappeler I'inégalité de Bienaymé-Chebychev
{c) Déduire des questions précédentes 'inégalité :
ab

V>0, PB(Y|28)+5 <0




Exercice 3 1. Soit £ € R, ¢ > 0. On définit la suite (z, € R, n € N} par la récurrence

sutvante :
1 t

xg > 0, Inyl = *2“(% + Eg;)
2. On admet que la suite est bien définie et convergente. Calculer sa limite.

3. On suppose toujowrs que t € R, £ > 0 mais on définit la suite complexe (z, €
C, n € N) par la récurrence suivante :

1 t
z € C—-{0}, Znyl = E(Zn-f-z:)
T

ol Z; désigne le complexe conjugué de z,.

En écrivant les nombres complexes sous leur forme polaire (i.e. en fonction de leur
module et de leur argument), montrer que la suite est convergente dans C et irouver
sa limite en fonction du point de départ.

4. Finalement, on suppose ¢ complexe de partie imaginaire non nulle.
{a) Montrer que si zp 7# 0, la suite (z,) est bien définie.
{b) Montrer que Péquation z = (z + £) n’admet pas de solution.

{(c)} En déduire que la suite ne converge pas.

PROBLEME

Dans ce probléme, 'espace vectoriel R™ est rapporté 4 sa base canonique. Les matrices
considérées sont identifiées aux applications linéaires canoniquement associées, et sont
done & coefficients réels.

On se propose d’étudier les inverses généralisées de matrices. Si A est une matrice de
dimension n x p (n lignes et p colonnes), alors une inverse généralisée de A est une matrice

B vérifiant
ABA=A

- Pour que cette écriture ait un sens, quel doit étre la dimension de B 7

Dans la suite, on nofera cette dimension d; X d..




-Partie A : des exemples-

1. On pose A = A1, avec I, la matrice identité de taille n et A € R. Déterminer suivant
les valeurs de A les inverses généralisées de A.

2. On pose
4 2 2
A=12 20
2 0 2

Parmi les matrices suivantes, lesquelles sont des inverses généralisées de A7

1 000 1 11
B = 5 010, B= 3 10
001 01
1 1 -1 0 1 ¢ -1 0
B3 = 5 -1 2 03, DBg= ) 2 1 0
0 0 0 0 0 1
1
3. Onpose A= | 2 |. Trouver toutes les inverses généralisées de A.
3

-Partie B : un peu de théorie-

Dans toute cette partie, on admet Pexistence d’une inverse généralisée By de A.

1. On suppose dans cette question (et dans cette question seulement) que A est une
matrice inversible. Montrer qu’alors il existe une unique inverse généralisée et la

déterminer.
2. Soit N une matrice de méme dimension que By (d; x d..).
(a} Rappeler la définition de I'image d’une matrice, du noyau d'une matrice.
(b) Montrer que si Im(A) C ker(V), alors By + N est aussi une inverse généralisée
de A.
(c) Montrer qu’il en est de méme st Im(N) C ker{A)}.
3. On note
84 = {matrices B, ABA = A}
Montrer que I'ensemble §4 — By = {B — By, B € 8} est un espace vectoriel.
4. On suppose que P'équation AX =Y admet une solution X,.
{a} Montrer qu’alors Xy = BoY est également solution de 'équation.
{b) En déduire que 'éguation AX = Y admet une solution si et seulement si
AByY =Y.




-Partie C : un peu de diagonalisation-

100
1. Soit M la matrice carrée diagonale suivante : M = | 0 2 0 |. Trouver toutes les
0060

inverses généralisées de M.
2. Montrer que toute matrice carrée diagonale admet une inverse généralisée.
3. Soit D une matrice carrée diagonale de taille n, B une inverse généralisée de D.

{a) Rappeler la définition d’une valeur propre et d’un vecteur propre d'une matrice
carree.

(b) On suppose que X est un vecteur propre de I} agsocié & la valeur propre A non
nulle. Montrer que X est un vecteur propre de DB. Quelle est la valeur propre
associée ?

4. Donner la forme générale des inverses généralisées d'une matrice carrée diagonale.
5. Soit By une inverse généralisée de D matrice carrée diagonale de taille n.

(a} Rappeler la définition du rang d'une matrice.

(b) A quoi correspond le rang d'une matrice carrée diagonale 7

(¢) Calculer la dimension de l'espace vectoriel 8p — By = {B ~ Bg, DBD = D} en
fonction du rang de D.

6. Rappeler la définition d’une matrice diagonalisable dans M, (R).

7. Déduire de ce qui précéde que toute matrice A diagonalisable dans M,(R) admet
une inverse généralisée ef donner la forme générale des inverses généralisées de A en
fonction des valeurs propres de A et de la matrice de passage.

-Partie D : application-

Soit A 1a matrice carrée suivante :

1 -2 2
A=12 -1 4
0 3 0

Calculer les valeurs propres de A.

A est elle inversible ? diagonalisable dans M3(R) ?

. Diagonaliser A.

Déterminer 'ensemble des inverses généralisdes de A.

G L b e

L’équation
0
AX =11

admet-elle une solution ?




